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一类泊松-多项模型参数估计的 EM 算法 
李  苗，魏立力* 

（宁夏大学数学统计学院，银川  750021） 

摘要：研究一类泊松-多项模型参数估计的期望最大化（expectation maximization，EM）算法。首先，针对完

全数据情形推导出了极大似然估计（maximum likelihood estimate，MLE）的解析表达式；其次，设计适用于

缺失数据情形参数估计的 EM 算法，给出了算法迭代序列的表达式；最后，通过一个算例说明了所提方法的

可行性。结果表明，EM 算法解决了极大似然估计法无法得到缺失数据对应参数估计值的问题，适用于不完全

数据情形的泊松-多项模型参数估计，体现了一定的优越性。 
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EM algorithm for parameter estimation of a class of 
Poisson-multinomial models 

LI Miao, WEI Lili 

(School of Mathematics and Statistics, Ningxia University, Yinchuan  750021, China) 

Abstract: An expectation maximization (EM) algorithm for parameter estimation of a class of 
Poisson-multinomial models is studied in this paper. Firstly, the analytical expression of maximum 
likelihood estimate (MLE) is derived for the complete data case. Then the EM algorithm for parameter 
estimation is designed for the missing data case, and the expression of iterative sequence of the algorithm 
is given. Finally, an example is given to illustrate the feasibility of the proposed method. The results show 
that the EM algorithm not only solves the problem that the maximum likelihood estimation method cannot 
obtain the estimated value of corresponding parameters in the missing data, but also applies to the 
parameter estimation of Poisson-multinomial models for the incomplete data case, so that the superiority of 
the EM algorithm is reflected. 
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0  引言 
疾病分布模型的研究可为探索病因提供线索，发病频数是卫生统计中的一个重要指标，通常表示为

一个离散型随机变量[1]。有很多因素都有可能影响疾病的发生，例如不同时期、不同地方等都需要不同

的统计模型描述相应的发病频数。一个合适的模型可以更好地描述疾病，有利于疾病的预防和控制。实

践证明，单一参数分布模型（如 Poisson 分布）往往不能很好地描述疾病分布[2]，因而寻找适宜的多分布

混合模型是一个重要的研究方向。泊松-多项分布能够刻画不同子区域人口的不同发病因子，因而是一个

良好的发病频数统计分布。 

在某区域 i 观测到数据 ( , ) 1, ,i iY X i n=， ，它们相互独立，其中， iY 为观测到的该区域发病人数， iX 为
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对应的人口数。假定对人口计数使用多项分配模型，则有如下泊松-多项模型[3]： 

 Poisson( )i iY mβτ～ ， 

1( , , )  multinomial( ; )nX X m～ τ ， 

其中，β 为一个总效应； iτ 为区域 i 的特有因子，表示该影响发病率的区域性测度， 1 2( , , , )nτ τ τ=τ ，且

1
1n

ii
τ

=
=∑ ；

1
n

ii
m x

=
= ∑ 视为已知。 iτ 无法被直接观测到，但可通过 iX 来获取其信息。该模型可用于刻

画某种疾病的发病率。 
本文研究泊松-多项模型的参数估计问题，推导出完全数据情形的 MLE 的解析表达式，设计适用于

缺失数据情形参数估计的 EM 算法，并通过算例验证本文方法的可行性。 

1  极大似然估计 
在泊松-多项模型的参数估计问题中，似然函数为 
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其中， 1 1( , ), , ( , )n nx y x y 为已观测数据，其对数似然函数为 
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下面求式（2）的驻点，求导并令其为零，得到方程组： 
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解方程组得其唯一解 1
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可以进一步证明，上述解是最大值点[4]，故得 MLE 为 
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可见，当数据完全可观测时，MLE 的计算并不困难。然而，当数据缺失（假设数据 1x 缺失）时，似

然函数为 
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要对上述函数求最大值是很困难的，一种不得已的办法是弃掉 y1 而仅用 1n − 容量的样本，β 和 iτ 的

MLE 为 
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结合式（3）和式（5）可知，当舍弃 1y 时，关于区域 1 的信息将被完全抹去，而参数 β 和 iτ 的估计
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均依赖于所得的观测数据，这会导致无法通过极大似然估计法得到参数 1τ 的估计值 1̂τ ，同时剩余参数

2( , , , )nβ τ τ 的估计也将受到影响。  

2  EM 算法 
出于不完全数据参数估计的需要，DEMPSTER 等首次提出了 EM 算法[5]。该算法是一种局部最优算

法[6]，其迭代过程分为两步，即 E 步（期望步）和 M 步（最大化步）。  

令 1( , , )ny y=y 表示来自于分布 ( ; )f y θ 的不完全已观测数据，其中 1( , , )pθ θ=θ 为参数。当一部分

数据 z缺失时，有必要“填充”缺失数据 z，以得到完全数据 ( , )=x y z ，这时在完全数据的对数似然函

数 log ( | )L θ x 下通过 EM 算法得到的 MLE 就可以被确定。 

E 步：将不完全数据 y和第 1k − 次迭代中的参数估计值 ( 1)k−θ 视为常数，对 z求 log ( | )L θ x 的条件期

望， ( 1) ( 1)[log ( | ) | , ] ( | ).k kE L Q− −≡θ x y θ θ θ  

M 步：将 E 步得到的期望函数 ( 1)( | )kQ −θ θ 最大化，即求 ( )kθ ，使得 
( ) ( 1)arg max ( | )k kQ

Θ

−= ，θ θ θ  

其中，Θ 为参数空间。  

记泊松-多项模型的参数 1 2( , , , , )nβ τ τ τ=θ ， 1 1 2 2( , ) (( , ), ( , ), , ( , ))n nx y x y x y=x y 表示完全数据，若数

据 1x 缺失，记数据为 ( 1) 1 2 2( , ) ( , ( , ), , ( , ))n ny x y x y− =x y ，由式（3）可得泊松-多项模型中的完全对数似然

期望为 
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化简式（6），将其分组为含有参数 β 和 iτ 的项与不含这些参数的项，得
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忽略最后一对中括号中的项（因其不含参数 β 和 iτ ），利用 1 1 binomial( ; )X m τ～ 这一事实，重写第三个

和式中的项，得 
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结合式（7）可知，当把 ( )
1

rmτ 换成 1x 时，式（6）就是完全数据似然。第 r 步迭代中的 MLE 与式（3）相
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比仅有很小的差别，式（8）给出了 EM 算法迭代序列： 
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3  实例分析 
表 1 中的数据来源于文献[7]，它记录了美国纽约州部分区域的白血病患者数和相应地区的居民人

口数。 
表 1  白血病患者计数 

Tab. 1  Population count of leukemia patients 

区域 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

人口数/人 * 3 560 3 739 2 784 2 571 2 729 3 952 993 1 908 

患者数/人 3 4 1 1 3 1 2 0 2 

区域 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

人口数/人 948 1 172 1 047 3 138 5 485 5 554 2 943 4 969 4 828 

患者数/人 0 1 3 5 4 6 2 5 4 

注：*表示该处数据缺失，下同 
 

显然，表 1 提供的白血病患者计数数据是不完全数据，因为区域 1 对应的人口数 x1 缺失。分别通过

极大似然估计法与 EM 算法对参数 1 2( , , , , )nβ τ τ τ 进行估计，结果如表 2 所示。 

表 2  参数估计结果对比 
Tab. 2  Comparison of parameter estimation results 

参数 MLE EM 参数 MLE EM 

β̂  0.000 840 978 6 0.000 841 296 2 10τ̂  0.018 104 04 0.016 954 86 

1̂τ  * 0.063 476 52 11τ̂  0.022 400 89 0.020 978 96 

2τ̂  0.068 062 03 0.063 741 69 12τ̂  0.020 051 94 0.018 779 12 

3̂τ  0.071 423 12 0.066 889 42 13τ̂  0.060 022 15 0.056 212 16 

4τ̂  0.053 185 39 0.049 809 37 14τ̂  0.104 823 92 0.098 170 07 

5̂τ  0.049 155 91 0.046 035 66 15τ̂  0.106 179 82 0.099 439 89 

6τ̂  0.052 135 05 0.048 825 70 16τ̂  0.056 240 93 0.052 670 95 

7τ̂  0.075 509 89 0.070 716 79 17τ̂  0.094 988 92 0.088 959 36 

8̂τ  0.018 963 41 0.017 759 68 18τ̂  0.092 277 14 0.086 419 71 

9̂τ  0.036 475 44 0.034 160 11    

注：此处的 MLE 是指舍弃 1y ，将剩余观测值视为样本总体的 MLE 
 

结果显示，由于舍弃了数据 1y ，极大似然估计法无法得到参数 1τ 的估计值 1̂τ ，其他参数的估计相对

于 EM 算法的估计结果而言，呈现了不同程度的差异。EM 算法解决了极大似然估计法无法得到缺失数

据对应的参数估计值的问题，体现了 EM 算法的优越性，表明 EM 算法适用于不完全数据的泊松-多项模

型的参数估计。  

4  结论 
本文介绍了泊松-多项模型，利用 EM 算法研究了泊松-多项模型参数的极大似然估计问题，给出了
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参数估计的迭代方程。针对缺失数据情形，对比了极大似然估计法和 EM 算法的参数估计结果，结果表

明，EM 算法表现较好，适用于不完全数据的泊松-多项模型的参数估计。 
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